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1 Suites de Fonctions

1.1 généralités

Définition 1.1.1. Soit F un ensemble de fonctions
définies au moins sur un sous-ensemble commun D de R
a valeurs dans R ou C. On appelle suite de fonctions de
JF toute application de N dans F :

N —F
n = fp

On note (fn)nen ou (fr) une telle suite.

Exemple 1.1.1. (f,) définie pour tout n € N sur Ry par

fulz) = Hnsine,

Définition 1.1.2. (Convergence simple)

Soit (f,) une suite de fonctions définies sur D C R. On
dira que la suite de fonctions (f,) converge simplement
vers la fonction f sur D si et seulement si, en tous points x
de D la suite numérique (fn(z)) converge vers le réel f(x)
cest a dire Vo € D limy 400 fn(z) = f(z). Autrement
dit :

(Vz € D) (Ve > 0) (Ing(e,z) € N):
n>ng=|fule) - flz)| <e (1.1)

Définition 1.1.3. (Convergence uniforme)

Soit (f,) une suite de fonctions définies sur D C R a
valeurs dans R ou C convergeant simplement vers la fonc-
tion f sur D. On dit que la suite (f,) converge uni-
formément vers la fonction f sur D si et seulement si

limy,— oo (Supep|fn(x) — f(z)]) = 0. Autrement dit

(Ve > 0) (Ino(e) € N) (Vx € D):
n>ng=|fulx)— flz)| <e (1.2)

Remarque 1.1. Si limy 400 (supyeplfn(z) — f(z)]) = 0
alors (Vz € D) limy,yo0|fn(z) — f(z)] = 0. Donc la

convergence uniforme entraine la convergence simple. La
réciproque étant fausse!

Ezemple 1.1.2. La suite de fonction définie par f,(x) = ="
pour tout n € N sur [0, 1] converge simplement mais non
uniformément vers

0

car supgeo,1(|z" — 0] = 1 pour n € N*

siz € [0,1]

sizx =1

Proposition 1.1.1. (Conditions suffisantes)

Soit D C R et (fy,) une suite de fonctions définies sur D
telles que (fn) converge simplement vers la fonction f sur
D.

1. Pour que la suite (f,) converge uniformément vers
la fonction f sur D il suffit qu’il existe une suite
(en) de réels positifs de limite nulle telle que

(Ve € D) [fulz) — f(2)] < en

2. Pour que la suite (f,,) ne converge pas uniformément
vers la fonction f sur D il suffit qu’il existe une suite
(zn,) de points de D telle que la suite

<|fn<xn> - f<:cn>!)

neN

ne tende pas vers 0.

Remarque 1.2. Lorsqu’on doit étudier la convergence
d’une suite de fontions (f,) définies sur D C R on com-
mence par déterminer la limite simple f (qui est donc
I’application qui a tout x € D associe la limite de la suite
(fn(z)) lorsque n tend vers I'infini) puis on regarde si cette
convergence est ou n’est pas uniforme. Comme il n’y a en
cette matiere aucune régle on commence par rechercher un
contre exemple c’est a dire une suite (z,,) de points de D
telle que | f,(z5,)— f (2| ne tende pas vers 0 lorsque n tend



ver I'infini : on peut tenter une suite qui tend vers I'une des
extrémités de D ou essayer de rendre f,(z) constant dans
le cas ou f = 0. Si malgré plusieurs essais infructueux on
ne trouve pas de telle suite on peut alors essayer de mon-
trer la convergence uniforme par différentes méthodes :
majoration uniforme de |f,(x) — f(x)| par une suite (&)
de limite nulle, détermination du sup si ¢’est un max par
I'étude de la fonction = — f,(x) — f(x) par exemple.

1.2 Théoremes de la convergence uniforme

Proposition 1.2.1. (Continuité)

Soit D C R et (f,) une suite de fonctions définies sur D.
Si chaque f, est continue et si la convergence de (fy) vers
f est uniforme sur D alors f est continue sur D.

Remarque 1.3. La convergence uniforme conserve la conti-
nuité mais ne la crée pas. Si les f,, ne sont pas continues
sur D on ne peut rien dire de la continuité de la fonction
limite simple sur D méme si la convergence se révele étre
uniforme.

Remarque 1.4. Par contre la proposition 1.2.1 fournit un
critere simple de non convergence uniforme : Si la fonction
limite f n’est pas continue sur D mais que chaque f,, l'est,
alors la convergence de (f,) vers f sur D ne peut étre
uniforme.

Plus généralement on a la :

Proposition 1.2.2. (Théoréme de la double limite)
Soit D C R et (f,) une suite de fonctions définies sur D.
Soit a un point de D ou une borne de D (éventuellement
infinie). Si la suite de fonctions converge uniformément
sur D alors :

i f@) = e (i £(2)
Proposition 1.2.3. (Intégration)
Soient a et b deux réels tels que a < b et (f,) une suite
de fonctions continues par morceaux et définies sur |a,b],
convergeant simplement sur [a,b] vers une fonction f. Si
la suite (f,) converge uniformément sur [a,b] vers f alors
f est continue par morceauz et :

b b
A [ @i~ [ )@
Proposition 1.2.4. (Théoréme de convergence do-
minée de Lebesgues)

Soit (fy) une suite de fonctions continues par morceauz
et définies sur un intervalle I C R a valeurs réelles ou
complezes.

St

1. La suite (f,) converge simplement vers la fonction
f continue par morceauz sur I ;

2. 1l existe une fonction ¢ de I dans Ry, intégrable sur
I et telle que

(Ve eI) (VneN) [fu(z)] < o(z)

alors la fonction f est intégrable sur I (I'intégrale de sa
valeur absolue converge sur I) et on a

n) (z)da

[ e = [ (11

Proposition 1.2.5. (Caractére C!)
Soient a et b deuz réels tels que a < b et (fy,) une suite de
fonctions de classe C' définies sur [a,b].
Si
1. La suite (f,,) converge simplement vers une fonction
f sur [a,b] (et méme si seulement lim,_, .~ fr(a)
existe)

= lim
n—-+o00

/fn(az)dx (1.3)
I

2. La suite (f]) des dérivées converge uniformément
sur [a,b].

Alors la fonction f est C' sur [a,b] et on a

)@ = tim (@)

d )
—( lim Lm (o

dx ‘n—+oo
Remarque 1.5. On montre que les hypotheses de la pro-
position précédente entrainent la convergence uniforme de

(fn) vers f sur [a,b].

1.3 Applications de la convergence uniforme

Proposition 1.3.1. (Théoréme de Weierstrass)
Toute fonction continue sur un segment [a,b] C R a va-
leurs réelles est limite uniforme sur [a,b] d’une suite de
fonctions polynémiales.

Proposition 1.3.2. (Théoréme de densité)

Toute fonction continue sur un segment [a,b] C R a va-
leurs réelles est limite uniforme sur [a,b] d’une suite de
fonctions en escalier.

2 Séries de Fonctions

2.1 généralités

Définition 2.1.1. (Séries de Fonctions et Conver-
gence Simple)

Soit (f) une suite de fonctions définies sur D C R. A
partir de cette suite de fonctions on forme une seconde
suite (Sp)nen définie pour tout n par

Sn:f0+fl++fn

appelée la suite des (fonctions) sommes partielles associée
a la série de fonctions ), fn définie sur D.



On dira que cette série de fonctions converge simplement
sur D si et seulement si la suite de fonctions (S;,) converge
simplement vers une fonction S, appelée somme de la série
de fonctions sur D, c’est a dire si

(Vx € D) lim Sy(x)

n—-+0o0o

Z fulz

In (n—l—e"f”)

n3

Exemple 2.1.1. > -, s Dom>1 %arctan 2, etc.

Définition 2.1.2. (Convergence absolue)

On dira que la série de fonctions ), - fn converge abso-
lument sur D C R si et seulement si la série de fonctions
a valeurs positives Y - ,[fn| converge simplement sur D.

Proposition 2.1.1. Toute série de fonctions absolument
convergente sur D C R est simplement convergente sur D.
Autrement dit la convergence absolue entraine la conver-
gence simple.

2.2 Convergence normale

Définition 2.2.1. (Norme infinie)

Soit D un sous ensemble de R. Pour toute fonction définie
sur D on appelle, sous réserve d’existence, norme infinie
de f sur D et on note ||f|lco,p la borne supérieure de
I’ensemble

{[f(@)|xeD}

Définition 2.2.2. (Convergence Normale)

Soit >_,>o fn une série de fonctions définies sur D. On
dira que cette série de fonctions converge normalement
sur D si et seulement si la série numérique >, ~q || fnlloo, 0
est convergente.

Proposition 2.2.1. (Condition suffisante de
convergence normale)

Soit ano fn une série de fonctions définie sur D. Pour
que cette série de fonctions converge normalement sur D
il suffit qu’il existe une série numérique a termes positifs

convergente Y~ €n VETifiant

(Vo € D) |fu(z)] < en

2.3 Convergence uniforme

Définition 2.3.1. (Convergence uniforme)

La série de fonctions }_ -, fn définie sur D est dite uni-
formément convergente sur D si et seulement si I'une des
deux conditions équivalentes suivantes est vérifiée :

1. La suite (de fonctions) des sommes partielles (S,,)
converge uniformément vers la somme S: z +—
120 fa(x) de la série de fonctions sur D.

2. La suite (de fonctions) des restes d’ordre n (Rj)
de la série de fonctions ) ., fn converge uni-
formément vers la fonction nulle sur D.

Proposition 2.3.1. Toute série de fonctions normale-
ment convergente sur D C R est uniformément conver-
gente sur D.

Conséquence 2.3.1. On retiendra les relations entre les
différents modes de convergence des séries de fonctions :

1. La convergence normale entraine tous les autres
modes de convergence :

CVN = CVU = CVS

de méme :

CVN = CVA = CVS

2. Mais la convergence uniforme et la convergence ab-
solue sont deux modes de convergence indépendants
I'un de l'autre.

CVU =% CVA

et
CVA = CVU

2.4 Propriétés de la fonction somme

Les propositions qui suivent sont (& 'exception de la
version jjLebesgues;; de l'intégration terme a terme) une
adaptation directe des propositions du paragraphe 1.2

Proposition 2.4.1. (Continuité)

Soit Y, <o fn une série de fonctions définie sur D C R.
Si chaque f, est continue sur D et si la série de fonc-
tions converge uniformément vers S sur D alors la fonc-

tion x — S(x) = 3120 fu(z) est continue sur D.

Remarque 2.1. Comme la continuité en un point zg de
R est une propriété locale, pour obtenir la continuité sur
un intervalle non borné de R il suffit d’assurer la conver-
gence uniforme sur tout segment [a,b] C D (convergence
uniforme sur tout compact de D).

Proposition 2.4.2. (Théoréme de la double limite)
Soit Y, <o fn une série de fonctions définie sur D C R et
a un point de D ou une borne de D.

Si cette série de fonctions converge uniformément sur D

alors
+o0o
lim 2‘6 falz Z lim f,,(
n—

Proposition 2.4.3. (Intégration terme a terme)
Soit Y, <o fn une série de fonctions définie sur [a,b] a et b
étant deux réels (a < b), telle que chaque f, soit continue
par morceaux sur |a,b] et convergeant simplement vers S
sur [a, b].

Si la série de fonctions converge uniformément sur [a, b



vers S alors S est continue par morceaux sur |a,b] et on
a:

b b s+ +oo  p
/a S(z)dx = / (;} fn(x)>d;c—nzo / fo(z)da

w

Proposition 2.4.4. (Version Lebesgues) Soit) - fn
une série de fonctions définies et continues par morceaux
sur D C R. Si:

1. La série de fonctions converge simplement vers la
fonction S continue par morceaux sur D.

2. (Yn € N) [p|fn(z)|dz existe et est finie (chaque fy
est intégrable sur D).

3. La série (numérique) 3, <o [plfu(x)|dz converge.

Alors la fonction somme x — S(z) est intégrable sur D
et on a:

/DS(x)dx = A)(ifﬂx))dxzi/jjfﬁx)dw

Remarque 2.2. On utilisera la premiere version du
théoreme d’intégration terme a terme lorsqu’on aura pu
établir la convergence uniforme de la série de fonctions sur
un segment [a,b] de R et la version jjLebesgues; lorsque
I’on a juste la convergence simple sur un segment de R ou
lorsque 'on se place sur un intervalle non borné ou non
fermé de R.

Proposition 2.4.5. (Caractére C' et dérivation
terme a terme)

Soit Y, <o fn une suite de fonctions définies et de classe
C! sur [a,b] C R.

Si

1. la série de fonctions Y, < fn converge simplement
vers la fonction S sur |a,b].

2. la série des dérivées Y, - fl est uniformément
convergente sur |a, b]

alors la fonction somme S est C* sur [a,b] et on a
d = = d
D Ial@) =) o= falw)
n=0 n=0

Remarque 2.3. De méme que dans la proposition 2.4.1
on peut utiliser cette derniere proposition pour établir le
caractere C! de la somme d’une série de fonctions définies
sur un intervalle non borné D de R. Il suffit de 'appliquer
localement au voisinage d’un point zy quelconque de D.

Remarque 2.4. Pour la continuité et la dérivabilité d’une
fonction définie par la somme d’une série T
+20 fa(x) on a besoin (au minimum) de la convergence

uniforme au voisinage des points = considérés (et bien str

de la continuité de chaue f,).

Si la convergence simple de ano fn a été établie sur un
domaine non borné D de R mais qu’il n’y a pas de conver-
gence normale sur D ou si la convergence uniforme est
délicate a établir sur D on pourra, dans le cas ou les f,
sont monotones, utiliser cette monotonie pour récupérer
de la convergence normale sur des segments ou des fermés
non bornés de D.

Par exemple, si les f,, sont décroissantes sur D et qu’on
peut y inclure un intervalle de la forme I = [a,b] (ou
I = Ja,+0o0[) et que l'on cherche & démontrer la conti-
nuité de S en = on inclut ce  de D dans un tel I et la
majoration

(Ve el) f(z) < fla)

établit la convergence normale de »_ f,, sur I puisque la
convergence simple assure que f(a) est le terme général
de la série numérique convergente :i% fn(a).
L’application de la proposition 2.4.1 assure alors la conti-
nuité sur I, donc en x et comme x est quelconque sur D
tout entier.

Mais attention : ceci ne prouve pas que la série converge
normalement sur D et en général c’est précisément en cas
de non convergence normale sur D qu’on utilise ce genre
de raisonnement.



