Synthese Suites Numériques

P. Gosse

< What’s one and one and one and one
and one and one and one and one and one ? >
< I don’t know > said Alice. < I lost count. >
< She can’t do Addition. >
Lewis Caroll
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1 Généralités

Dans ce chapitre et sauf mention du contraire,
le terme suite numérique désigne une suite de réels
ou de complexes c’est a dire toute application de N
dans R ou C.

Définition 1.0.1. (Suites extraites)

Soit (uy) une suite numérique. On appelle suite ex-
traite de la suite (u,) toute suite numérique (vy,)
pour laquelle il existe une application ¢ strictement
croissante de N dans N telle que Vn € N : vy, = uy ().

On notera R = RU {—o00} U {400}

Définition 1.0.2. (Voisinage) Soit [ € R. On ap-
pelle voisinage de [ dans R toute partie de R conte-
nant :

— Sil € R un intervalle de la forme |l — &,1 + €]

avec € > 0.

— Sil = 400, un intervalle de la forme A, +o0]
avec A € R.

— Sil = —o0, un intervalle de la forme | — 0o, A]
avec A € R.

Remarque 1.1. Un voisinage de [ est une partie de
R contenant tous les réels < a proximité > de (.

Définition 1.0.3. (Limite d’une suite) Soit
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FIGURE 1 — convergence vers [ € R

(un)nen une suite réelle et [ € R.

On dit que (u,) admet [ pour limite quand n tend
vers l'infini, (et on note lim, 4. u, = [) si tout
voisinage de [ dans R contient TOUS les termes u,
a partir d’un certain rang.

C’est a dire : pour tout voisinage V de [ dans R, il
existe un entier naturel N tel que pour tout entier
n> N, u, € V. Suivant les cas :

SileR: (Ve>0)(ANeN):VeNn>N =
lup, — 1] < e.



Sil=400: (YA>0) (3N eN):¥eNn >
N = u, > A.

Sil=-00: WVA<O0)(3INeN):YVeNn>
N = u, < A.

Conséquence 1.0.1. 1. si la suite (up) possede
une limite celle-ci est unique.

2. Toute suite convergente dans R est bornée
(réciproque fausse : considérer u,, = (—1)").

2 Théoremes de convergence

Proposition 2.0.1. (Limite et suites extraites)
Soit (un)nen une suite réelle etl € R. Les assertions
susvantes sont équivalentes :

1. limy—yy oo U = L.

2. limy 400 U2y = limy 400 Uapy1 = L.
3. Toute suite extraite de (u,) admet | pour li-
mite.

Remarque 2.1. Cette proposition est utilisée pour
démontrer qu’une suite n’admet pas de limite. En
effet il suffit de trouver deux suites extraites de la
suite qui ne convergent pas vers la méme limite (ou
une sous-suite qui n’admet pas de limite).

Proposition 2.0.2. (Composition a gauche par
une fonction)
Soient I,L € R et I un intervalle de R contenant
ou d’extrémité I, f: I — R une application et (uy,)
une suite réelle.

Si limy, ooty = 1 et si lim,_y f(z) = L alors
limy, 400 f(un) = L.

Remarque ~ 2.2. (Limite d’une suite
géométrique)

Soit a € R. On considere la suite réelle définie pour
tout n € N par u, = a”

Sia>1limyqe0ty = +00.

Si|a| < 1 limy 400 up = 0.

Sia=1Ilim, o u, =1.

Sia < —1 la suite (u,) n’admet pas de limite.

Conséquence 2.0.1. 1. Si a et a sont deux réels
avec a > 1 alors la suite (u,) définie par u, =

Z—Z admet 0 pour limite lorsque n — 400.

2. Pour tout z € R,

lim (1 + x> =e"
n—-+oo n

Proposition 2.0.3. relation

d’ordre)

(Limite et

1. Si (uy) et (vy) sont deux suites réelles,
(I,I') € R? telles que lim, , ioou, = | et
lim, v100 vy, = U et siu, < v, a partir d’un
certain rang, alors | <.

2. Silimp ity =1 et uy < M a partir d’un
certain rang alors | < M.

3. St limp o 0ouy =1 et m < uy a partir d’un

certain rang alors m < [.

A linverse :

1. Silimy iootupy =1 etl < M alors up, < M a
partir d’un certain rang.

<%

2. limy, ooty =1 et m < I alors m < uy
partir d’un certain rang.

Remarque 2.3. On retiendra que les relations
d’ordre strict ne sont pas conservées par passage
a la limite (considérer I'exemple de la suite définie
par u, = = > 0).

Proposition 2.0.4. (Théorémes d’existence de
la limite)
Soient (uy,), (My) et (my) trois suites réelles.

1. 8 limy 1 oomy, = limpsico My, = 1 et si
my, < u, < M, a partir d’un certain rang
alors limy, oo Uy, = 1 (théoréme des < gen-
darmes > ou d’encadrement).

2. Silimy 400 My = 400 et st my, < Uy 4 partir
d’un certain rang alors (uy,) admet une limite
dans R et limy, oo uy, = +00 (théoreme de
minoration,).

3. Silimy 400 My = —00 et siuy, < My, a partir
d’un certain rang alors (uy) admet une limite
dans R et limy, oo uy, = —00 (théoréme de
majoration).

Conséquence 2.0.2. Soient (u,) et (£,) deux suites
réelles.

1. Si |un| < ey, & partir d’un certain rang et si
limy, 400 €, = 0 alors limy,— o0 up, = 0.

2. 51 (up)

limy o0 €p = 0 alors limy, 4 oo Upey, =0

est une suite bornée et si

Proposition 2.0.5. (Théoréme de la limite
monotone)

Soit (up) une suite réelle.

Si (un) est monotone alors elle admet une limite
dans R. Plus précisemment :

1. Si (uy) est croissante soit elle est majorée et
elle converge alors vers sup{ u, | n € N} soit
elle n’est pas majorée et elle converge alors
vers +00.



2. Si(uy) est décroissante soit elle est minorée et
elle converge alors vers inf{u, | n € N} soit
elle n’est pas minorée et elle converge alors
vers —oo.

Remarque 2.4. — Une suite admettant une li-
mite n’est pas nécessairement monotone.
Exemple : u,, = # ;

Une suite croissante et majorée par un

réel M n’a aucune raison de converger

vers M (différence entre majorant et borne

supérieure).

Proposition 2.0.6. (Suites adjacentes)
Si (up,) et (vy) sont deux suites réelles on dit qu’elles
sont adjacentes si et seulement si :

1. lune est croissante...
2. lautre décroissante et
3. limy, 400 (uy, — vy) = 0.
Dans ce cas :
1. FElles convergent vers une limite commune [ ;

2. 1 est majorée par tous les éléments de la suite
décroisssante et minorée par tous ceux de la
sutte croissante.

Proposition 2.0.7. (Théoréme de Bolzano-
Weierstrass)

De toute suite bornée de réels on peut extraire une
suite convergente.

Définition 2.0.1. (Suites de Cauchy)
on dit qu’une suite numérique est une suite de CAU-
CHY si et seulement si

(Ve > 0)(3In € N)(V(p, q) € N?)
p>Netqg>N=|u,—uy <e.

Conséquence 2.0.3. 1. Toute suite convergente
est une suite de CAUCHY.
2. Toute suite de CAUCHY est bornée.

3. Dans R ou C toute suite de CAUCHY est
convergente (Faux dans Q!)
3 Comparaison des suites

Le but de cete section est de comparer et distin-
guer des suites admettant la méme limite dans R.

3.1 Négligeabilité

Définition 3.1.1. Si (uy,) et (v,) sont deux suites
numériques. On dira que (uy,,) est négligeable devant
(uvp) si et seulement si il existe une suite (g,,) de
limite nulle et un rang a partir duquel on a : u, =
EnUn. On notera u, = o(v,) (< uy est un petit o de
Uy >).

Lorsque la suite v, ne s’annule pas a partir d’un
certain rang cette définition équivaut a

. Un
lim — =0.
n—-+oo Un

Remarque 3.1. u, = 0(0) signifie que la suite u,, est
identiquement nulle & partir d’un certain rang. Il n’y
a aucun intéret & comparer une suite (u,) avec la
suite identiquement nulle.

Proposition 3.1.1. (Propriétés)

1. La multiplication par un scalaire non nul est

transparente :
Up = 0(Up) & Aup, = 0(vp) < up = 0(Avy)
etc.

2. La somme de deux suites négligeables devant
une meéme troisieme est mégligeable devant
cette derniere.

3. La relation de négligeabilité est transitive.

4. On peut multiplier membre ¢ membre deux re-
lations de négligeabilité.

Par contre :
pas d’addition membre ¢ membre ni de com-
position a gauche par une fonction.

Proposition 3.1.2. (Limite et < o0 >)
Soit (up) une suite numérique et l € R ou C.
alors limy, 4100 =1 < up =1+ 0(1).

En particulier lim, o = 0 < u, = o(1).

3.2 Equivalence

Définition 3.2.1. Si (u,) et (v,) sont deux suites
numériques. On dira que (uy,) est équivalente & (vy,)
si et seulement si il existe une suite (r,,) de limite
égale a 1 et un rang a partir duquel on a : u,, = rpv,.
On notera u, T vp, Ou, puisque pour les suites il
n’y a aucune confusion possible, u,, ~ vy,.

Lorsque la suite (v,,) ne s’annule pas a partir d’un
certain rang, cette définition est équivalente a



Proposition 3.2.1. (Equivalence et < o >)
Soient (uy) et (vy) deur suites numériques.

Up ~ Up S Uy = Uy + 0(Uy).

Remarque 3.2. Attention les propositions

limy, 400 Z—Z =1 (up = vp+o(vy)) et limy, s 4 o0 (un—
vn) = 0 (un, = v, +0(1)) non seulement ne sont pas

équivalentes mais aucune n’implique 'autre.

Proposition 3.2.2. (Propriétés)

1. La relation ~ est une relation d’équivalence
sur l’ensemble des suites.

2. Dans les relations de mnégligeabilité on
peut remplacer toute suite par une suite
équivalente.

3. Deux suites équivalentes ont méme signe a
partir d’un certain rang.

4. Les produit, passage a linverse,
tions puissances conservent les
d’équivalence.

fonc-
relations

Par contre :
pas d’addition membre ¢ membre ni de com-
position a gauche par une fonction.

Proposition 3.2.3. (Limites et équivalents)
Soient (uy) et (vy) deuzr suites numériques.

1. Si uy, ~ v, alors, soit les deux suites n’ad-
mettent aucune limite soit elles en admettent
une toutes les deux et c’est la méme.

2. Silim_, o =1 oul est un réel non nul alors
Up ~ 1.
Proposition 3.2.4. (Exemples fondamentaux)
(up) étant une suite de limite nulle, on a

logarithme, puissance, exponentielle

In(1 + up) ~ up

e —1~uy,

In(1 + up) = up + 0(uy)
e =1+ uy + o(uy)

Si a est un réel (donc une constante!) :

(14 up)® =1~ au,
(14 up)® =1+ auy, + o(uy)

fonctions trigonométriques

sinu, ~ up, sin u, = uy, + o(uy)

u? u? 9
CcoS Uy — 1 ~ —7” cos Uy = 1 — 7” +0(un)

tan u,, ~ Uy, tan u, = uy, + o(uy)

fonctions trigonométriques réciproques

arcsinu, ~ u, arcsinu, = u, + o(uy)

arctan u, ~ u, arctanu, = u, + o(uy)

On a de méme :
T
arccos U, — 5™ —Uy &

arccos U, = — — Uy + o(uy,)

2
fonctions trigonométriques hyperboliques

shu, = up, + o(uy)
thu, = up + o(uy)

shu, ~ u,

thu,, ~ u,

On a de méme :

2

chu, —1~ Un =
2
chu, = 1+?”+0(un)

Remarque 3.3. On a également les cas particuliers
importants suivants (avec toujours u, = o(1)) :

1
[a, Lt tolu)
1
\/1+un:1+§un+0(un)

3.3 Domination

Définition 3.3.1. Si (u,) et (v,) sont deux suites
numériques on dira que (u,) est dominée par (vy)
si et seulement si il existe une constante K € R et
un rang ng a partir duquel |u,| < K|v,|. On note
U = O(vy).
Si la suite (vy,) ne s’annule pas a partir d’un certain
rang N alors
Un

up, = O(vy) & <> est bornée
n>N

Un,
Exemple 3.3.1. Soit la suite (uy,)pen définie par
Yn € N: ugp, =9 ugpe1 =n Uspso =1

Alors pour tout n € N

‘U3n| =3 x3n
lugn+1] =n <3 x[3n+1|
‘U3n+2| =1<3 X |3n+2|

On a donc u,, = O(n) avec K = 3 (par exemple).
On voit que wu, a beau étre tantot < plus grand



que > n (us, = 9n), tantot < plus petit ou égal > a
n (usp+1 = n) et tantot < trés petit > par rapport
an (ugn+2 = 1), dans tous les cas u, n’est jamais
< beaucoup plus grand que > n (dans le sens ou n?
par exemple est).

On peut remarquer que la suite u, n’est ni
équivalente a n ni négligeable devant n. On a donc
bien une troisieme relation de comparaison distincte
des deux précédentes.

Proposition 3.3.1. (Suite bornée et < O >)
Soit (uyn) une suite numérique. Alors

n=0(1) <

(un)nen est bornée.

Proposition 3.3.2. (Propriétés)
1. La négligeabilité et I’équivalence impliquent la
domination. Autrement dit, si (up) et (vy)

sont deux suites numériques :

Up, = 0(vy) = up = O(vy)
Uy, ~ Vp = Uy = O(vy)

2. La multiplication par un réel non nul est tota-
lement transparente.

8. La somme de deux suites dominées par
une meéme troisieme est dominée par cette
derniére.

4. La relation de domination est transitive.

5. La relation de domination est compatible
avec le produit des suites (on peut multiplier
membre a membre deux relations de domina-
tion).

Par contre :
pas d’addition membre ¢ membre ni de com-
position a gauche par une fonction.

3.4 Développements Asymptotiques

Définition 3.4.1. Soit (u,)pen une suite a valeurs
dans K (K = R ou C). On appellera développement
asymptotique (DAS) (pour n dans un voisinage de
+00) & k termes (ou & la précision o fy(n))) une
somme

up = c1f1(n) + cafa(n) + - cp fr(n)

oules ¢; i =1...k sont des scalaires non nuls de K,
les f; des fonctions & valeurs dans K et pour tout i,
1<i<k—1, fix1(n) = o(fi(n)).

La différence

up — c1fi(n) —cafo(n) — - — cp fu(n)

est appelée le reste du développement asymptotique
et est, par construction, négligeable devant fi(n).
Le premier terme du DAS de uy, ¢ fi1(n), est appelé
la partie principale du DAS de u,. C’est 'équivalent
de u, pour n au voisinage de +o0.

Exemple 3.4.1. Exemples fondamentaux & connaitre :

Pour u, =o0o(1) :

2 3
Uu. Uu. U
+0(qu)
w2 oud uk
In(1 —u,) = —u, — ?n — gn ————— f + O(ufb)

On peut remplacer dans les égalités précédentes
o(ufl) par O(qu‘H).

u ’LL3 uk
et =140 +—+§+ —i-ﬁ—i-o( ul)
(1+un)a:1+aun+wu%+
a-a=B s
a(a—l)-"(a—k—#—l)uﬁ_i_o(uﬁ)

k!

Dans cette derniere égalité o est une constante
réelle. Méme remarque que précédemment.

ud o oud
sin(uy) = up — —= 3 —i-y—i-
kUt 2k-+1
kY
0 gty o)

Dans cette derniere égalité on peut remplacer
o(uZk+1) par O (uZF+3).

Wl
cos(un)—l—f—i-z—i-
k 2k k:

Dans cette derniere égalité on peut remplacer o(uik)
par O(U%IH'Q).

4 Suites définies par une relation
de récurrence : u,1 = f(uy,)
Proposition 4.0.1. (Ezistence d’une suite

définie par récurrence)
Soient D une partie de R (en général un intervalle)



et f: R = R une fonction définie sur D telle que
fT(D) C D ou encore telle que D soit stable par f.
Alors pour tout a € D il existe une et une seule suite
(Un)nen telle que ug = a et Vn € N :upi1 = f(uy).
Cette suite est alors a valeurs dans D.

Proposition 4.0.2. (Sens de variation d’une
suite définie par récurrence)
Soit D C R, f: D — D wune fonction et ug € D. On
considére la suite définie par son premier terme et
la relation upy1 = f(u,) Vn € N.

1. Si f est croissante alors (uy) est monotone et
son sens de variation est donné par la position
relative de w1 par rapport a ug.

2. Si f est décroissante alors (ugyn) et (u2p41)
sont monotones de sens de wariations
contraires déterminés entierement par la
position de us par rapport a ug.

Proposition 4.0.3. (Limite des suites définies
par récurrence)

Soit D C R, f: D — D une fonction et ug € D. On
considere la suite définie par son premier terme et
la relation uny1 = f(u,) Vn € N.

Si (un) converge vers un certain réel | et si f est
continue en | alors | est un point fize de | c’est a
dire f(l) =1.
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