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1 Famille orthonormée de poly-

nômes Trigonométriques

1.1 Cas complexe

Proposition 1.1.1. pour tout couple d'entiers rela-

tifs (n,m), on pose

I(n,m) =

∫ +π

−π
einxe−imx

Alors

I(n,m) =

{
0 si n 6= m

2π si n = m

1.2 Cas réel

Proposition 1.2.1. pour tout couple d'entiers na-

turels (n,m), on pose

J(n,m) =

∫ +π

−π
cosnx cosmxdx

K(n,m) =

∫ +π

−π
cosnx sinmxdx

L(n,m) =

∫ +π

−π
sinnx sinmxdx

Alors :

J(n,m) =


2π si n = m = 0

π si n = m 6= 0

0 si n 6= m

K(n,m) = 0 ∀(n,m) ∈ N2

L(n,m) =

{
π si n = m 6= 0

0 sinon

2 Série de Fourier d'une fonction

périodique

2.1 Cas complexe

On suppose que f est une fonction 2π périodique,

continue par morceaux sur sa période, de R à valeurs

dans C.

Dé�nition 2.1.1. (Coe�cients et série de fou-

rier complexes)

Pour tout n ∈ Z on appelle n ième coe�cient de

fourier complexe de f le nombre

cn(f) =
1

2π

∫ +π

−π
f(t)e−intdt

1



et, sous réserve de convergence, série de fourier

complexe associée à f la série de fonctions dé�nie

par :

F(f)(x) =
+∞∑

n=−∞
cn(f)e

inx

2.2 Cas réel

On suppose que f est une fonction 2π périodique,

continue par morceaux sur sa période, de R à valeurs

dans R.

Dé�nition 2.2.1. (Coe�cients et série de fou-

rier réels) Pour tout n ∈ N on appelle n ièmes

coe�cients de fourier réels (ou trigonométriques)

les nombres

an(f) =
1

π

∫ +π

−π
f(t) cosntdt

bn(f) =
1

π

∫ +π

−π
f(t) sinntdt

et, sous réserve de convergence, série de fourier

réelle associée à f la série de fonctions dé�nie par :

F(f)(x) = a0(f)

2
+

+∞∑
n=1

an(f) cosnx+ bn(f) sinnx

Conséquence 2.2.1. On a les relations suivantes entre

les coe�cients de fourier complexes et les coe�cients

de fourier réels :

an(f) = cn(f) + c−n(f)

bn(f) = i(cn(f)− c−n(f))

Attention : dans ce cours nous faisons la conven-

tion a0(f) = 2c0(f) ce qui évite d'avoir à considérer

une formule particulière pour calculer le coe�cient

a0(f) mais impose le terme a0(f)
2 dans l'expression

de la série de fourier.

Et en inversant ces relations :

cn(f) =
1

2

(
an(f)− ibn(f)

)
c−n(f) =

1

2

(
an(f) + ibn(f)

)
2.3 Cas d'une fonction paire ou impaire

Proposition 2.3.1. Si f est une fonction paire 2π
périodique continue par morceaux sur sa période à

valeurs réelles alors pour tout entier naturel n :

an(f) =
2

π

∫ +π

0
f(t) cosntdt

bn(f) = 0

Si f est impaire 2π périodique continue par morceaux

sur sa période à valeurs réelles alors pour tout entier

naturel n :

an(f) = 0

bn(f) =
2

π

∫ +π

0
f(t) sinntdt

2.4 Cas d'une fonction Ck

2.4.1 Cas d'une fonction C1

Proposition 2.4.1. Soit f une fonction 2π pério-

dique, de classe C1 sur sa période à valeurs dans R
ou C. Alors pour tout entier relatif n :

cn(f
′) = (in)cn(f)

et pour tout entier naturel n :

an(f
′) = nbn(f) et bn(f

′) = −nan(f)

Conséquence 2.4.1. Si f est C1 sur [−π,+π] alors

cn(f)
+∞
= O

( 1
n

)
2.4.2 Cas d'une fonction Ck :

Proposition 2.4.2. Par récurrence on démontre ai-

sément que si f a toutes les propriétés précédentes

mais est de plus Ck sur sa période (avec k ≥ 2) alors
pour tout entier relatif n :

cn(f
(k)) = (in)kcn(f)

Ce qui implique alors que

cn(f)
+∞
= O

( 1

nk
)

2.5 Cas d'une fonction T périodique :

Proposition 2.5.1. Soit f une fonction T pério-

dique à valeurs dans R ou C, continue par morceaux

sur sa période. On pose ω = 2π
T et on dé�nit alors
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les coe�cients de fourier complexes de f pour tout

n ∈ Z par

cn(f) =
1

T

∫ T
2

−T
2

f(t)e−inωt

et la série de fourier complexe associée à f par :

F(f)(x) =
+∞∑

n=−∞
cn(f)e

inωx

Dans le cas réel, on dé�nit les coe�cients de fou-

rier réels de f pour tout n ∈ N par

an(f) =
2

T

∫ T
2

−T
2

f(t) cosnωtdt

bn(f) =
2

T

∫ T
2

−T
2

f(t) sinnωtdt

et la série de fourier réelle associée à f par :

F(f)(x) = a0(f)

2
+

+∞∑
n=1

(
an(f) cosnωx

+bn(f) sinnωx
)

3 Problèmes de convergence

3.1 Convergence de la série de fourier

Proposition 3.1.1. Si fest une fonction 2π pério-

dique continue par morceaux sur sa période et à va-

leurs dans R ou C, en posant u0(x) =
a0(f)

2 et pour

tout n ≥ 1, un(x) = an(f) cosnx + bn(f) sinnx, on
a le résultat suivant :

Si les séries
∑

n≥0 an(f) et
∑

n≥1 bn(f) sont ab-

solument convergentes alors la série de fonctions∑
n≥0 un(x) converge normalement sur R.

Conséquence 3.1.1. 1. La série de fourier de f
est alors intégrable terme à terme sur R et si la

série
∑

n≥0 u
′
n(x) converge également unifor-

mément sur R elle est en plus dérivable terme

à terme sur R.
En tous les cas, la série de fourier de f est

2π périodique et continue sur R.
2. Dans les hypothèses précédentes, si on suppose

de plus les séries
∑

n≥0 an(f) et
∑

n≥0 bn(f)
absolument convergentes, en posant g(x) =
F(f)(x) et en utilisant les résultats du para-

graphe 1 on montre que F(g) = F
(
F(f)

)
=

F(f). Ce qui laisse penser que l'opérateur série
de fourier agit comme un opérateur linéaire

bien connu.

3.2 Les théorèmes de convergence

Proposition 3.2.1. (Premier théorème de di-

richlet)

Si f est une fonction 2π périodique, de classe C1 par

morceaux sur sa période, alors la série de fourier

de f converge simplement vers la régularisée f∗ de

f sur R où

∀x ∈ R f∗(x) =
f(x+) + f(x−)

2

En particulier, en tout point de continuité de f , la
série de fourier de f converge simplement vers

f(x).

Proposition 3.2.2. (Second théorème de diri-

chlet)

Si f est une fonction 2π périodique, de classe C1 par

morceaux sur sa période et continue sur R, alors la
série de fourier de f converge normalement vers

la fonction f sur R.
Autrement dit (∀x ∈ R)F(f)(x) = f(x).

4 Géométrie et séries de fourier :

On note E = C12π(R,C) l'ensemble des applica-

tions 2π périodiques de R dans C, C1 par morceaux

mais continues sur leur période.

Sur E × E on dé�nit ϕ à valeurs dans C :

(f, g) 7→ 1

2π

∫ +π

−π
f(t)g(t)dt

qui est un produit hermitien sur l'espace vetoriel

complexe E (l'analogue d'un produit scalaire sur un

R espace vetoriel). La norme associée (ou norme de

la convergence en moyenne quadratique) est donnée

pour tout f ∈ E par :

‖f‖2 =

√
1

2π

∫ +π

−π
|f(t)|2dt

D'après les calculs du paragraphe 1, il est clair que

la famille (en)n∈Z où en(t) = eint forme une famille
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orthonormée de E pour ce produit hermitien.

On pose

Pp =
{
en | n ∈ {−p,−p+ 1, . . . , 0, 1, . . . p− 1, p}

}
P =

{
en | n ∈ Z

}
Pp est un espace pré hilbertien complexe de dimen-

sion 2p + 1 sur C et P est un espace hilbertien de

dimension in�nie dénombrable sur C dont (en)n∈Z
est une base orthonormée.

Dans ce cadre on peut interpréter F : f 7→∑n=+∞
n=−∞ cn(f)e

inx comme un endomorphisme de E
et on a vu en 3.1 que c'est un projecteur de E.

Si f ∈ E on note gp(f) le projeté orthogonal de f
sur Pp. Comme (e−p, . . . , ep) en est une base ortho-

normée il est immédiat que

gp(f) =

n=p∑
n=−p

(f |en)en

mais par dé�nition du produit scalaire hermitien :

(f |en) =
1

2π

∫ +π

−π
f(t)e−intdt = cn(f)

4.1 Inégalité de bessel et formule de

parseval :

Proposition 4.1.1. (Inégalité de bessel)

Si f ∈ E on a pour tout p ∈ N :

+p∑
n=−p

|cn|2 ≤
1

2π

∫ +π

−π
|f(t)|2dt

dans le cas complexe, et dans le cas réel :

|a0(f)|2

4
+

1

2

p∑
n=1

(
an(f)

2 + bn(f)
2
)

≤ 1

2π

∫ +π

−π
|f(t)|2dt

Conséquence 4.1.1. Les théorèmes de convergence

de 3.2 impliquent que limp→+∞ ‖f − gp(f)‖2 = 0 et

on a donc l'égalité

‖f‖22 =
n=+∞∑
n=−∞

|cn(f)|2

On en déduit la :

Proposition 4.1.2. (Formule de parseval)

Pour f ∈ E on a l'égalité :

1

2π

∫ +π

−π
|f(t)|2dt =

+∞∑
n=−∞

|cn|2

dans le cas complexe et dans le cas réel :

1

2π

∫ +π

−π
|f(t)|2dt = |a0(f)|

2

4
+

1

2

+∞∑
n=1

(
an(f)

2 + bn(f)
2
)

Remarque 4.1. On montre que la formule de par-

seval est encore valable si on suppose que f est

seulement continue par morceaux sur sa période.
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