Exercice :
Existence et calcul de

o0 —Vt
I:/ —dt
o Vi

solution :
La fonction f: t +— 6:}? est continue par morceaux sur |0, +00[. Au voisinage de 0 elle est équivalente & une fonction

Riemann-intégrable et au voisinage de 400, intégrable par comparaison avec n’importe quelle fonction tia (a>1).
On pose u = /1, la fonction t — /t est C!, bijective, croissante de ]0, 400 sur lui méme, dt = 2udu et

+o0 e U 400
I = / —2udu = 2/ e “du = 2.
0 u 0

Exercice :
Existence et calcul de

400
I= / the tdt
0

solution :
La fonction f: ¢+ t"e™t est continue par morceaux sur [0, +o0o[ et au voisinage de +oc intégrable par comparasion
asymptotique (f(t) = o(t%) par exemple). Comme lim;_, 1, t"e™! = 0 (et qu'on a pas de probléme en 0) et que les
deux fonctions u et v sont de classe C' sur l'intervalle d’intégration, on peut intégrer par partie :

et v=t

—et v =nt"!

n

/
u
u

et

+oo
I=[-e'"]™ +n/ " le tdt
0

Ou encore I,, = nl,_1. Comme Iy = 1, on en déduit que f0+°° t"e"tdt = n!

Exercice :
Existence et calcul de

1
I:/ lnitdt
o (1+1)?

solution :

La fonction f: t —» -0t

(1+t¢)2

est continue par morceaux sur |0, 1] et équivalente en 07 a Int. Par équivalence de fonctions



a signe constant, I converge. On pose

U :(1—|—t)2 v=Int
B 1 ;1
14t ST

Ces deux fonctions sont bien C! sur |0, 1] mais lim,_ .+ u(t)v(t) = +oo.
Dans ces cas on a deux possibilités :

Intégrales partielles On fixe = €]0, 1] et on intégre sur [z, 1] dans un premier temps :

/1 Int Int 1* /1 dt
_ dt=|—— +
. (141)2 1+t|, ), t(+1)

Inx 1
=112 + [Int —In(1 th)]x
1
= 17 —Inz+In(x+1)—In2
14z
—zl
= 1$+nxx +In(z +1) —In2
La derniére ligne tendant vers —In 2 lorsque x — 07. Finalement : fol (1117;)26175 =—1In2.
Changement de primitive On pose u(t) = 1%% =1+ 1;4_115 et dans ce cas lim;_,o+ u(t)v(t) = lim; g+ “Tnf =0et
directement :
/1 Int [tlnt]l /1 dt
dt=|——| —
o (1+1)? I+1], o (1+1)
= —[In(1 + )],
=—In2
Exercice :

Intégrabilité en 07 de
x Lt

Frae [ Sat
1t

solution :
t
g: t— S est définie et continue par morceaux (continue) sur ]0,1] et : pour tout x €]0, 1] :

T t_l 1 x t_l xdt
f(x):/ Hdt:/ c " Ca+ [ 2
1 t 1 t 1 1

Ou encore

T it
1
f(x):/ ¢ ; dt +Inx
1

La fonction h: t — ett—_l est prolongeable par continuité en 07 (lim,_,o+ ett—_l =1) (J{" h(t)dt est faussement impropre

en 07) donc est intégrable sur |0, 1] et par définition de la convergence d’une intégrale flx ett_ldt admet une limite finie




en 0" (la valeur de flo etgldt) et est intégrable au voisinage de 07. On sait que z + Inz 'est également. On en déduit

que f (qui est bien str continue par morceaux sur |0, 1]) est intégrable sur ]0, 1].

Exercice : (il faut parfois passer par des intégrales impropres pour calculer des intégrales définies...)
Soit @ > —1 un réel. En posant x = tant montrer que

INIE]

_/ dt B T
N 0 1+asin’t  2V1+a

solution :
Par hypothése (a > —1), la fonction ¢ —

est définie et continue sur [0, 5], la fonction ¢ — tant est de classe

1
14+asin?t

C!, bijective et croissante de [0, 5[ sur [0, +o0] et donc x = tant < ¢ = arctanx, d'ott dt = 1135:2 ... qui ne donne rien.
Mieux : dz = COUS; 7 qui permet :

- 0 cos? tdx B ooy
- 0 1—|—asin2t_ 0 1+asin?t

cos? t

/+oo dx
I= B
o 1l+(1+4+a)x

ol on reconnait une primitive usuelle : on pose u = zv/1 + a (défini compte tenu des hypothéses) qui vérifie bien les
hypothéses également du changement de variable dans les intégrales impropres et on obtient finalement

[arctan(x V 1 =+ a)] S_OO = Q\/%T
a

et en écrivant 1 = cos®t + sin’ ¢,

I =

1
vi+ta

Exercice :
Nature et calcul de

solution :

La fonction f: t — ——

Vet+1
tique au voisinage de l'infini (f(¢) e 6_%).
On pose u = Vel + 1 (la fonction ¢ — v/ef + 1) étant C! bijective et croissante de [0, +oo[ sur D'intervalle [v/2, +o0].

. _ etdt . 2u
Puis du = SN ESEnd dt = %5 du et

est continue par morceaux sur [0, +o0o[ et (facilement) intégrable par comparaison asympto-

;zln<?i> —2In(V2 + 1)



Exercice : (RIEMANN aux deux extrémités)
Soient a,b € R, a < b. Nature et calcul de

/b dx
a v/ (zr—a)(b—1x)

(Indication : on pourra utiliser (apres l'avoir justifié!) le changement de variable x = tb_Ta +

de d’habitude)

solution :

La fonction f: x — L

(z—a)(b—z)
Au voisinage de a™ :

est continue par morceaux sur ]a, b|.

1
=0
f(@) (m)
et est donc intégrable sur [%57, b].

1
o) =0( =)
b—=x
La fonction f est intégrable sur ]a, b[.
La fonction ¢ —» t25% + 9£2 est C!, bijective et croissante (affine!) de | — 1, 1[ sur ]a, b[.

b—a a+b 2 ( a+b>
r=t + St= T —
a

et est donc intégrable sur ]a, “T*b]

Au voisinage de b~ :

a+b

2 2 b— 2
d’ouda;:b_Tadt,a::a%t:—l,a::b—wtzl,
b— b—
:):—azia(1+t) et b—x= a(l—t)
2 2
et

L boagy
: 1
I = / b*a271_t2 = [arcsmt]i_l = Tr.

Exercice :
On pose

1. Justifier 'existence de I.

G’TH’ soit le sens inverse



2. Montrer que
+oo —x —2x
e’ —e
1= / —dx
0

T

3. En séparant cette derniére intégrale en deux, montrer que
2e —x

I = lim —dx

e—0 N T

4. En déduire la valeur de I.

solution :

1. La fonction ¢ — % est continue par morceaux sur |0, 1].
Au voisinage de 07 f(t) ~ =2 — 0T et est donc intégrable (signe constant) sur ]0,1]. Au voisinage de 17,
f(t) = m ~ 1 et est donc intégrable sur [, 1[ (faussement impropres). La fonction f est intégrable sur
10, 1] et son intégrale converge.

2. on pose t = e~% < x = —Int. La fonction ¢t — —Int est C, bijective et décroissante de ]0, 1] sur [0, +o0.

0 -z +oo ,—x —2z
1 _
I / ol vy = / e
+o0 - 0 €T

400 ,—x +oo —2x
e e
I:/ dav—/ dx
0 T 0 Z

Mais ces deux intégrales divergent au voisinage de 07 !

3. On serait tenté d’écire :

On évite le probléme en considérant un réel € > 0 et en travaillant sur [e, +o0[ (aucun probléme par contre en

+00).

+o0 —x —2z
e e
1. :/ < — >d:v
e T z
+oo —x +oo —2x
e e
:/ da;—/ dx
13 z 13 T
+oco —x +oo ,—u
e e
:/ d;v—/ —du
€ T 2¢e U

en posant dans la seconde intégrale, u = 2x (licite). Finalement

2¢e e T

I =1Ilim I, = lim —dx.

e—0 e—0 c T

(la variable d’intégration étant muette et par CHASLES).

4. La fonction x — e~% étant décroissante sur [, 2¢], on a les encadrements suivants pour tout x € [g, 2¢] :

6—28 g e—l’ é 6—6

2e dr 2¢e e~ 2e dr
e % — < dr < e ® —
£ €T € € € €
9% 2e —x
e % [lnt] < /
€ €

€ dr <e ¢ [ln t} 2
€T 1>
2¢e e
e ¥1n2 < / dr <efIn2
. T

Par encadrement, on en déduit que
2 —x

I = lim —dx =1n2.
e—0 e x
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Exercice :
On pose

In:/“”dw
o (I+a2)n

1. Justifier I'existence de I,,, pour tout n € N*.
2. Déterminer une relation de récurrence entre I, et I,,41.
3. En déduire la valeur de I, (Vn € N*).

solution :

1. la fonction f: z 0 est continue par morceaux sur [0,+oc[ et au voisinage de +oo : f(x) ~ =,

1
(142%™
intégrable (selon RIEMANN) dés que n > 1 < n € N*.

2. Intégration par partie :

1 /
= — f 1
= !
; —2nx _
N ey v=r

Les fonctions étant toutes deux C! et leur produit u(z)v(z) = (H#)” tendant vers 0 lorsque z — 400 pour
n > 1.

+o0 +oo 2

T T
I, = |——-— 2 —d
hlm?)n]o * "/ T+ a2yl

—+00 .%'2+1—1

= 27’2(In — In+1)

La relation cherchée est I, 41 = 2’5—;1],1

3. En « dépliant » cette relation :

I—Q(n_l)_ll _2n—3 ~ (2n—3)(2n —5)
T om—1) "' T o2l T 2n—2)(2n—4) "2
; _(n=3)2n -5 5x3
" 2n—2)2n—4)---4x2"
(20 —-3)(2n—5)---5x 3
In = 201 (n —1)! =
27 -2 —-3)(2n—5)---5x3_  (2n—2)!
= @ T(n - 1)1 ERNCEITE o

La valeur de I; étant bien connue on en déduit :

2n—-2)!
(2n—1(n—1)1)22

I, =
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Exercice :
Existence et calcul de

solution :
. In(1—22 .
La fonction f: x — % est continue par morceaux sur |0, 1].
In(1-22)  —g2
In~e") o =z*

Au voisinage de 0T : + = —1 et l'intégrale est faussement impropre en 0.
g p p g

Au voisinage de 17 :
In(1 —2?)  In(l1+z)+In(l —2)

5 = 2 ~In2+1In(l —z) ~ In(1 — z).

X

Et V1 —2xIn(l1—2z) — 0 quand (1—2) — 0" Donc In(1 —z) est intégrable par comparaison asymptotique au voisinage
de 17 (ou changement de variable z =1 — h avec h — 07).
On pose

U =— v =In(1 - z?)

-1 , —2x
U= — v =
T 1 — 22

Les deux fonctions étant C' sur ]0, 1] mais probléme : lim, ;- u(z)v(z) = 400!
r—1

On choisit une autre primitive en posant ©u = 1 + _71 = (‘rx;l) et

I [(:c— 1)In(1 —$2)]1 +/01 (z -2z
0

x (1 — x?)

1
:—2/ U S
0o 1+=x

Finalement :

Exercice :
Soient (a, 3) € R2. Etudier I'intégrabilité sur |0, +-oc[ de la fonction

frazes g% P

solution :
La fonction f est continue par morceaux sur [0, +00[ si a > 0 et sur |0, +oo[ si a < 0.



1. Au voisinage de 0"
Sia<0: f(z)~ x%a et est intégrable si et seulement si —a <1 < a > —1 c’est a dire a €] — 1,0].
Si >0 : f estintégrable sur [0,1] donc intégrable sur |0, 1].

2. Au voisinage de +00 :
Si <0 limg 100 f(x) = 400 et la fonction n’est pas intégrable.

Si B=0: f(z) = L5 qui est intégrable sur [1,4o00] si et seulement si —a > 1 a < —1.

Sif>0: flz) = 0(33—12) et est intégrable sur [1, +o00[ pour toutes valeurs de .

En conclusion f est intégrable sur ]0, +o0] si et seulement si § > 0 et a > —1.

Exercice :
On pose

+o0 d +oo 2
I:/ 1 i et J:/ #dm
0 X +1 0 xr —|—1
1. Montrer que I = J.
t

2. Utiliser ce résultat pour calculer leur valeur commune & ’aide du changement de variable z = e".
(Indication : on pourra utiliser 1’égalité : ch2t = 1 + 2sh ?t)

3. A l'aide d’une intégration par partie (que ’on justifiera) en déduire la valeur de

o /+oo dx
0 (%4 + 1)2

solution :

1. La fonction z —
I'existence de I.

1 . 1 .. . .
1 est continue par morceaux sur Ry et f(x) ~ —T au voisinage de +o00 ce qui garantit

La fonction z — % est C! bijective et décroissante de I'intervalle ]0, 4+oo[ sur lui-méme et y = Lo dy=—

x
—y%dz. On a
+o00 dr 0 —= +oo y2
[:/ :/ Y :/ 7 _dy=J.
0 $4+1 +OO]-+yL4 0 y4+1y

2. L’idée est d’ajouter I et J pour obtenir deux fois la valeur commune :

+0o0 ,.2 1
I—l—J:/ x+dx
0

U

x4+ 1

En suivant I'indication = = e’ < ¢ = Inz on a dx = e’dt, la fonction z + Inz étant une bijection croissante C?
de |0, 4+oo[ sur R et :

+00 1+ €2t
I+J= ——cldt
* /_Oo 1+ ett”

/+°° eZoch t
= ——dt
. €e22ch ot

o0

oo cht
Tom s
—0o 1+ 2sh“t



La fonction t — sht étant une bijection C', croissante de R sur R,

Foo du 1 +00 ™
I—I—J:/ ——— = —[arctan(v/2u = —
oo 1 + 2u2 \/i [ ( )} —00 \/§
et finalement .
[=J=—"_
2v/2
3. En posant
1
!
= 1 = —
Y z4+1
S ;o — 43
N (2t 1)2

et en vérifiant que u et v sont C' sur R et que limy 400 u(z)v(z) =0 o0n a :
+oo d
I= / =
0 x* + 1
T 400 +o00 4.2134
- + / N
[m4+1]0 o (xt41)2

+oo .4 1-1
BYREIEH
0 (I +1)2

oo dz
— 47 4 e
/0 (4 +1)2

/+°° du 31 3m 3V2
o

D’ou :

A2 4 sz 16

Exercice :

Soit f: [0,1] — R définie par
1
f(x) = 2? cos<3:2> si z €]0,1] et f(0) =0.

Montrer que f est dérivable sur [0, 1] mais que sa dérivée n’est pas intégrable sur |0, 1].

solution :
[ est dérivable sur ]0, 1] et Vz €]0,1]

1 2 1 1 2 1
f(z) = 2xcosﬁ - mQE(— sin ?) = 21:cos<x2) + p Sim(2

et puisque
— f(0 1
M = xcos<2) —0 quand z — 0
T T

f est dérivable aussi en 0 et f/(0) = 0.
mais g: x — % sin(l%) n’est pas intégrable sur |0, 1].



En effet la fonction 2 — -5 est C! bijective, décroissante de ]0,1] sur [1,+o0o[ et en posant t = 5 soit dt = jﬁx &
do _ _a?dt _ —dt

- it — —ona:
1 sin (2, 1 dt 1 [T®sint
/(x“’)dxz/ —sintx:/ sinf
o T +oo 2t 2y ¢

2t
Par la proposition de changement de variable dans les intégrales impropres, ces deux intégrales sont de méme nature
(et donc convergentes!) mais ces deux fonctions ne sont ni I'une ni I'autre intégrables sur leurs intervalles respectifs.
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